
خلاء در اینشتین معادله

شریف ͳصنعت دانشΎاه ‐ Έفیزی دانش΋ده پور‐ ͳوحیدکریم

١۴٠١ آذر ٢٩

مقدمه ١

چارچوب در Έفیزی قوانین هموردایی و ارزی هم اصل ͳیعن پایه اصول این از پرداختیم. گرانش و عام نسبیت پایه اصول توضیح به گذشته درس در

و پاوند آزمایش چنین هم و ͳسنج طیف مشاهدات در بعدها که یافت دست ͳگرانش فروسرخ انتقال ͳیعن مهم نتیجه Έی به اینشتین مختلف، های

ای معادله نوع از مستقل و آید ͳم پدید ارزی هم اصل از استفاده با تنها که است ای نتیجه ͳگرانش سرخ به انتقال ا رسید. تجربی تایید به نیز رب΋ا

خودی به سازگارند دقیق مشاهدات و تجربیات با ها ساعت شدن کند و ͳگرانش سرخ انتقال که همین شود. ͳم نوشته گرانش میدان برای که است

چΎونه ماده که کنیم تعیین بتوانیم باید اینشتین گرانش نظریه در نیست. عام نسبیت همه این ما است. ارزی هم اصل ͳدرست دهنده نشان خود

تغییر را زمان فضا Έمتری چΎونه ماده که این شود. ͳم داده ١ اینشتین میدان معادلات در سوال این ΁پاس کند. ͳم خمیده را خود اطراف فضای

هر یا خورشید شد. خواهد ͳمتفاوت نظری نتایج به منجر بنویسیم، که ͳمیدان معادله هر که است ͳطبیع و شود ͳم تعیین میدان معادله در دهد ͳم

خورشید که گفت خواهیم کند، ͳم جذب دارند، وجود آن اطراف در که را ͳاجرام خورشید بΎوییم آنکه جای به بΎیرید. نظر در را دیΎری ستاره

ͳاصل مسئله بنابراین کنند. ͳم حرکت ژئودزی مسیرهای روی خمیده فضازمان این در دیΎر اجرام و کند ͳم انحنا دچار را خود اطراف فضازمان

مثل میدان معادله Έی ال΋ترومغناطیس در که ͳصورت همان به کند. ͳم خمیده را فضازمان چΎونه ماده که است این

∇ ·E = 4πρe (١)

Einstein Field Equations١

١



معادله ͳنیوتن گرانش در که ͳصورت همان به یا کند،  ͳم تولید را ͳ΋تری΋ال میدان چΎونه ρe ͳ΋تری΋ال بار ͳالΎچ دهد ͳم نشان که دارد وجود

مثل ͳمیدان

∇ · G = 4πGρm (٢)

ماده چΎونه که کنیم تعیین باید هم عام نسبیت در کند،  ͳم ایجاد گرانش میدان خود اطراف فضای در ρm ͳجرم ͳالΎچ چΎونه که دهد ͳم نشان

چنین راست طرف البته بود. خواهد (٢) ͳیعن نیوتن گرانش معادله از ͳتعمیم آمد، خواهد بدست که آنچه کند. ͳم خمیده را خود اطراف فضای

بایست ͳم نیز ماده سرعت بنابراین و دیΎرند Έی با معادل انرژی و جرم نسبیت در دانیم ͳم زیرا گرفت نخواهد قرار ماده ͳالΎچ تنها ای معادله

gµν ͳیعن فضازمان Έمتری همان کنیم، تعیین خواهیم ͳم که ͳمیدان که است این هستیم مطمئن آن از که چیزی باشد. داشته انحنا تولید در ͳنقش

را فضازمان Έمتری چΎونه آن انرژی و ماده توزیع دهند نشان که باشند ͳدیفرانسیل معادلات بایست ͳم اینشتین میدان معادلات بنابراین است.

معادلات این که است ͳبدیه کنند. برقرار را هموردایی اصل تا شوند نوشته تانسور دو تساوی صورت به بایست ͳم معادلات این کرد. خواهد تعیین

معادلات به دیΎر عبارت به کنیم. ͳم توجه است صفر آن راست طرف که ͳوقت معادله ش΋ل به درس این در شد. خواهند نوشته ͳموضع صورت به

و کنیم حل را معادلات این که است ͳکاف است چΎونه ستاره Έی اطراف در گرانش میدان بدانیم اینکه برای پردازیم. ͳم خلاء در اینشتین میدان

شرایط با را گذراند ͳم اثر نهایی حل در چΎونه آن شعاع و ستاره جرم که این است. ͳکاف داریم، نظر در که کاربردهایی از بسیاری برای نیز همین

کنیم. ͳم عمل باردار، جسم Έی اطراف ͳخال فضای در ∇ ·E = 0 معادله حل در که همانگونه درست کنیم، ͳم تعیین مرزی

کوتاه تاریخچه Έی ماده، غیاب در اینشتین گرانش معادله ٢

آلبرت آسای غول گام Έی مدد به تنها که است ͳبزرگ ش΋اف شود ͳم گرانش نیروی جایΎزین که خمیده فضازمان تا گفتیم که مقدمه همه این از

ͳم تنها رسید. گرانش توصیف برای اینشتین نهایی معادلات استخراج به ͳمنطق طور به گفتیم که آنچه از پله به پله توان ͳنم شده. برداشته اینشتین

گرانش از اینشتین بندی صورت ͳدرست ملاک ͳول کرد. ͳبازآفرین تقریبی ͳخیل صورت به را اینشتین خلاقانه و فکری فرآیند گمان و حدس به توان

به اینشتین عام نسبیت نظریه امروزه و است داشته وجود روزافزون دقت با مطابقت این کنون تا البته که است آزمایش با دقیق مطابقت تنها و تنها

فراوان خطاهای و ͳسع از پس و ͳطولان مدت Έی ͳط در گفتیم اینشتین بزرگ گام عنوان به که آنچه البته است. گرانش کننده توصیف ͳدرست

ͳبین پیش گرانش میدان در را نور فروسرخ انتقال توانست آن از استفاده با و کرد تدوین را ارزی هم اصل ١٩٠٧ سال در نخست وی شده. برداشته
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وجود گرانش میدان از ͳدرست معادله هنوز آنکه دلیل به اما کرد، محاسبه خورشید گرانش میدان در را خورشید نور انحراف میزان ١٩١١ در کند.

١٩١١ های سال ͳط شد. مشاهده ادینگتون آرتور رصدهای در نیز بعدها و دانیم ͳم امروزه که بود ͳدقیق مقدار نصف محاسبه این نتیجه نداشت،

این اما شود، نیوتن معادله جایΎزین که بنویسند اس΋الر میدان Έی برای ای معادله که کردند ͳسع ٣ نوردستروم و ٢ آبراهام و اینشین ، ١٩١٢ و

به ۴ گروسمن مارسل نام به ریاضیدانش دوست و اینشتین هم΋اری ١٩١٣ سال در نشد. منجر گرانش توصیف برای مطلوبی معادله به ها تلاش

Έمتری های مولفه همان ͳیعن ای مولفه ده میدان Έی برای باید بل΋ه اس΋الر میدان Έی برای نه بایست ͳم میدان معادله که شد منجر دریافت این

Έکم به توانست و شد خود میدان معادله بندی فرمول به موفق تدریج به مقالات از ای مجموعه در اینشتین بعد،  سال سه ͳط شود. نوشته gµν

بندی فرمول ١٩١۶ در سرانجام و کند محاسبه را عطارد مدار ͳتقدیم حرکت دقیق میزان چنین هم و نور انحراف صحیح میزان معادلات همین

کند. عرضه ͳنسبیت گرانش میدان نظریه از را خود نهایی

ذکر توصیف ͳاندک با را نهایی نتیجه تنها کنیم ͳم ͳسع ما بنابراین ندارد. وجود ͳتاریخ مسیر این به پرداختن برای ͳفرصت جا این در طبیعا

تساوی این چپ طرف که کنیم ͳم فرض شود. نوشته تانسور دو تساوی صورت به بایست ͳم هموردایی اصل بنابر بایست ͳم معادله این کنیم.

این دوم طرف اگر است. انرژی و ماده توزیع از ͳناش که باشد تانسوری آن راست طرف و دهد ͳم نشان را زمان فضا از ͳخصلت که باشد تانسوری

ͳم نشان را زمان فضا خصلت بایست ͳم تانسور این کنیم. تعیین را چپ سمت تانسور تنها بΎیریم، صفر با برابر ماده نبودن خاطر به را معادله

صفر با برابر نیز تخت زمان فضا در ͳحت ، Έمتری دانیم ͳم که چرا باشد، gµν ͳیعن Έمتری تانسور خود تواند ͳنم طرف این که است ͳبدیه دهد.

که دانیم ͳم اما است. شده تش΋یل gβµ,α نوع از جملاتِ از که تانسوری مثلا داد،  قرار چپ طرف در را Έمتری مشتقات بایست ͳم شاید نیست.

هموردای مشتقات که دانیم ͳم اما کنیم؟  اضافه gβµ;α ͳیعن هموردا مشتقات با را ساده مشتقات که است چطور نیستند. تانسور ساده مشتقات این

مولفه این که چرا باشند کریستوفل نمادهای یا همبندی های مولفه تواند ͳنم چنین هم معادله این چپ سمت طرف هستند. صفر ͳΎهم Έمتری

تانسور خود را معادله اول طرف که است چطور کرد. خواهند نقض را هموردایی اصل ͳمعادلات چنین بنابراین دهند. ͳنم تانسور Έی تش΋یل ها

بنویسیم: ͳیعن دهیم، قرار ریمان

Rαβγδ = 0. (٣)

Έی گرانش میدان در را اجسام سقوط باشد قرار اگر آنکه حال و و است صفر هم انحنا نیست ماده جا هر که معناست این به کنیم چنین اگر اما

خود بایست ͳنم الزاما نیست ای ماده که جایی و ستاره اطراف ِ ͳخال فضای در پس بدانیم، آن اطراف در فضازمان انحنای از ͳناش ستاره یا سیاره

Abraham٢

Nordstrom٣

Marcel Grossman۴
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قرار چپ سمت توانیم ͳم که تانسوری تنها تانسور این است. ͳریچ تانسور ماند ͳم ͳباق که انتخابی ترین ساده بنابراین باشد. صفر با برابر انحنا

آزمایش اینکه مΎر است ͳسادگ داده، نشان جهان توصیف برای را خود اعتبار همواره تاریخ طول در که ͳاصل و آنهاست ترین ساده اما نیست دهیم

گیرد. ͳم خود به را زیر صورت خلاء  در اینشتین معادله ترتیب این به کند. نقض را آن مشاهده و

Rµν = 0 (۴)

گرانش میدان فضا از قسمت آن در که نیست این معنایش البته و است ͳخال ماده از که فضاست از ͳقسمت آن در گرانش معادله البته معادله این

ͳنیوتن گرانش (در است. حاکم فضازمان Έمتری بر بالا معادله آن اطراف در و آورد ͳم بوجود گرانش میدان خود اطراف در زمین ندارد. وجود

ͳدرست Έمح نخستین ( باشد. صفر G میدان خود اینکه بدون است، ∇ · G = 0 صورت به سنگین جرم Έی اطراف فضای در گرانش معادله نیز

بعدی بخش در که است ͳموضوع این شود. ͳنیوتن گرانش معادله به تبدیل ضعیف، ͳگرانش های میدان حد در که باشد آن بایست ͳم معادله این

پردازیم. ͳم آن به

ͳنیوتن حد ضعیف، ͳگرانش میدان ٢ . ١

جرم ͳالΎچ و دهیم، نشان G(r) با فضا از نقطه Έی در را ͳگرانش میدان اگر کنیم. ͳم ͳبازنویس مناسبی زبان به را ͳنیوتن گرانش معادله نخست

است: برقرار زیر معادله که دانیم ͳم دهیم نشان ρ(r) با را

G(r) =
∫

d3r′
Gρ(r′)

|r− r′|3
(r− r′). (۵)

بنویسیم: زیر ͳدیفرانسیل صورت به را معادله این توانیم ͳم گاووس قانون از استفاده با

∇ · G(r) = −4πGρ(r) (۶)

وجود ϕ(r) مثل اس΋الر پتانسیل Έی که دانیم ͳم کند،  ͳم صدق نیز ∇× G = 0 رابطه در و است پایستار میدان Έی ͳگرانش میدان که آنجا از

که ͳقسم به دارد

G(r) = −∇ϕ. (٧)

کند: ͳم صدق زیر معادله در نقطه هر در که شود ͳم توصیف ϕ اس΋الر میدان Έی با ͳنیوتن گرانش نتیجه در

∇2ϕ = 4πGρ. (٨)
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کند: ͳم پیدا را زیر ش΋ل معادله این  ،ͳخال فضای در

∇2ϕ = 0. (٩)

اولیه تلاش دلیل احتمالا موضوع این کند. ͳم صدق ای معادله چنین در که شود ͳم توصیف اس΋الر میدان Έی اساس بر ͳنیوتن گرانش بنابراین

ͳم نشان موضوع این همچنین است. بوده اس΋الر میدان Έی اساس بر ͳنسبیت گرانش به ͳنیوتن گرانش تعمیم برای نورستروم و آبراهام اینشتین، 

ای مولفه ده تانسور Έی اساس بر که ͳنسبیت گرانش تا شود ͳم توصیف اس΋الر میدان Έی اساس بر که ͳنیوتن گرانش بین فاصله چقدر که دهد

است. زیاد شود،  ͳم نوشته

حد در واقعا است، gµν ای مولفه ده Έمتری برای معادله ده واق΄ در که Rµν = 0 ͳیعن اینشتین گرانش معادله که کنیم قان΄ را خود باید حال

اصل براساس و گذشته، درس در شود. ͳم تبدیل ͳخال فضای در اس΋الر میدان Έی برای (٩) معادله ͳیعن نیوتن معادله همان به ضعیف گرانش

ذره Έی کار این برای باشد. باید چΎونه ϕ ͳنیوتن ͳگرانش پتانسیل یا گرانش میدان با Έمتری رابطه ضعیف، گرانش حد در که یافتیم ارزی، هم

ͳیعن ϕ ͳنیوتن میدان در را آن حرکت معادله و گرفتیم نظر در سرعت کم

d2x

dt2
= −∇2ϕ

ͳیعن ژئودزی معادله با را
d2xµ

dτ2
= −Γµ

αβ

dxα

dτ

dxβ

dτ

شد: ضعیف های میدان در ͳگرانش پتانسیل و Έمتری بین زیر رابطه به منجر مقایسه این کردیم. مقایسه

g00 = 1− 2ϕ

c2
. (١٠)

آید. ͳم بدست نیز میدان معادله مقایسه از رابطه همین آیا ببینیم باید است. آمده بدست ذره Έی حرکت مقایسه ͳیعن Έدینامی از ͳناش تناظر این

نسبیت نهایی تایید معنای به البته باشد مثبت ΁پاس اگر اما کنیم. نظر تجدید Rµν = 0 ِ میدان معادله در بایست ͳم نیاید بدست رابطه این چنانچه

هندسه درس از آوریم. ͳم یاد به را ریمان تانسور کار این برای است. سازگار لااقل عام نسبیت نظریه اینجا تا که است این معنای به اما نیست، عام

داشتیم: ͳریمان

Rα
βµν = ∂µΓ

α
βν + Γα

λµΓ
λ
βν − ∂νΓ

α
βµ − Γα

λνΓ
λ
βµ. (١١)
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باشد: تر آسان ها، اندیس ترتیب نظر از ، سپردن یاد به که بنویسیم ͳل΋ش به را تانسور همین توانیم ͳم

Rα
βµν = −Γα

βµ,ν − Γλ
βµΓ

α
λν − µ ↔ ν (١٢)

با: است برابر ͳریچ تانسور

Rβµ = Rα
βµα = −Γα

βµ,α − Γλ
βµΓ

α
λα − µ ↔ ν (١٣)

داریم ضعیف، های میدان حد در

gµν = ηµν + hµν (١۴)

آوریم: ͳم بدست را کریستوفل های مولفه نخست تقریب این در کنیم. نظر صرف آن دوم های توان از توانیم ͳم و است Έکوچ hµν آن در که

Γα
βµ = gαλΓλβµ =

1

2
gαλ(gλβ,µ + (gλµ,β − (gβµ,λ)

≈ 1

2
ηαλ(hλβ,µ + (hλµ,β − (hβµ,λ). (١۵)

شود: ͳم ساده ͳریچ تانسور هستند،  Έی رتبه از ها hαβ به نسبت علایم این که آنجا از

Rβµ ≈ ∂µΓ
α
βα − ∂αΓ

α
βµ (١۶)

کردن ساده و (١۵) جایΎذاری از پس یا و

Rµβ =
1

2

[
∂µ∂βh

α
α − ∂µ∂

αhαβ − ∂α∂βh
α
µ + ∂α∂

αhβµ

]
. (١٧)

Έمتری ایستا، میدان Έی در که کنیم ͳم توجه حال باشد. صفر با برابر بایست ͳم نیز R00 مولفه باشند، صفر با برابر تانسور این های مولفه همه اگر

به شود ͳم تبدیل R00 = 0 معادله حساب این با .∂0hβµ = 0 ∀β, ν ͳیعن ، است صفر با برابر شان ͳزمان مشتق آن های مولفه و ایستاست نیز

1

2
∂α∂

αh00 = −1

2
∂α∂

α 2ϕ

c2
= 0 (١٨)

یا و

∇2ϕ = 0 (١٩)

۶



ͳیعن ͳقبل رابطه با که رسیم ͳم ای رابطه به بازهم میدان معادلات مقایسه از بنابراین است. ͳنیوتن گرانش معادله همان که

g00 = 1− 2
ϕ

c2

ͳنسبیت میدان معادله نهایی تایید تا البته داریم. قرار درست مسیر در که ایم دریافته اینجا تا است. سازگار آوردیم بدست Έدینامی مقایسه از که

ماده حضور در را آن کامل ش΋ل چنین هم و دارد جدیدی های ͳبین پیش چه میدان معادله این ببنیم باید نخست است. مانده ͳباق درازی راه هنوز

کروی جسم هر یا ستاره Έی اطراف در اینشتین گرانش میدان Έمتری که دهیم ͳم ΁پاس پرسش این به نخست درس این ادامه در آوریم. بدست

دارد. ͳل΋ش چه دیΎر

شوارتچیلد حل ٣

ساکن، ستاره Έی) ماده از ͳتوزیع هر اثر در که را ͳگرانش میدان معادله این گیریم. ͳم نظر در را Rµν = 0 ͳیعن ماده غیاب در اینشتین معادله

ͳتوزیع برای معادله این حل دراینجا ما هدف کند. ͳم توصیف ماده توزیع آن بیرونِ در باشد، شده ایجاد سحابی) یا که΋شان Έی یا چرخان،

حل دلیل همین به و شده ارائه شوراتزچیلد کارل توسط بار نخستین حل این است. کروی کامل تقارن دارای که است ستاره Έی مثل ماده از

شود. ͳم نامیده شوارتزچیلد

٧



(١٩١۶ ‐ ١٨٧٣) شوارتچیلد کارل :١ ش΋ل

کند ͳم محدود زیر صورت به را Έمتری نوع تقارن این

ds2 = Udt2 − V dr2 −Wr2(dθ2 + sin2 θdϕ2) (٢٠)

به Έمتری نهایی ش΋ل نتیجه در و گرفت Έی با برابر نیز را W تابع توان ͳم r تعریف باز با هستند. r مختصه از ͳتوابع W و U, V آن در که

ایم: داده نشان e2λ و e2ν صورت به را V (r) و U(r) توابع ͳسادگ برای آن در که آید ͳم در زیر صورت

ds2 = e2νdt2 − e2λdr2 − r2dθ2 − r2 sin2 θdϕ2. (٢١)

های فاصله است. مرکز از ͳشعاع مختصه Έی تنها پارامتر، این نیست. مختصات مبدا از ͳ΋فیزی فاصله دهنده نشان r پارامتر توضیح: n

ͳحت برد. کار به را ای مختصه نوع هر توان ͳم سیاره Έی اطراف فضای توصیف برای آیند. ͳم بدست Έمتری از استفاده با تنها ͳ΋فیزی

باشد. داشته کاربرد ساکن مختصات از بهتر متحرک و Έدینامی مختصات است مم΋ن مواردی برای

با: برابرند Έمتری این قطری های مولفه

g00 = e2ν , g11 = −e2λ, g22 = −r2, g33 = −r2 sin2 θ (٢٢)

٨



صفرند. با برابر ͳΎهم آن غیرقطری های مولفه و

gµν = 0 µ ̸= ν. (٢٣)

آورد: بدست زیر صورت به را کریستوفل های مولفه توان ͳم سرراست محاسه Έی با

Γ1
00 = ν′e2ν−2λ Γ0

10 = ν′ (٢۴)

Γ1
11 = λ′ Γ2

12 = Γ3
13 =

1

r
(٢۵)

Γ1
22 = −re−2λ Γ3

23 = cot θ (٢۶)

Γ1
33 = −re−2λ sin2 θ Γ2

33 = − sin θ cos θ. (٢٧)

بدست اند شده نوشته بالا در که را کریستوفل های مولفه Γαβν = 1
2 (gαβ,ν + gαν,β − gβν,α) رابطه از استفاده با الف‐ تمرین: n

آورید.

برای را ‐لاگرانژ اویلر معادله مقصود، این برای است. ژئودزی معادله از استفاده کریستوفل های مولفه محاسبه برای تر ساده راه Έی ب‐

ژئودزی معادله به تبدیل معادله این ایم، داده شرح ͳقبل درسهای در که همانطور کنید. حل شوارتزچیلد Έمتری برای L = 1
2gαβ ẋ

αẋβ

در که آنچه با را نتایج و دهید انجام را کار این بخوانید. معادله این روی از را کریستوفل علایم توانید ͳم و شود ͳم آفین پارامتر برای

کنید. مقایسه آوردید بدست الف قسمت

با: برابرند ها مولفه این کنیم. حساب را ͳریچ تانسور های مولفه (١٧) رابطه از استفاده با توانیم ͳم کریستوفل های مولفه آوردن بدست از پس

R00 =
(
− ν

′′
+ λ′ν′ − ν′2 − 2ν′

r

)
e2ν−2λ

R11 = ν
′′
− λ′ν′ + ν′2 − 2λ′

r

R22 =
(
1 + rν′ − rλ′

)
e−2λ − 1

R33 = R22 sin
2 θ. (٢٨)

از e−2ν+2λ ِ ضریب نخست روابط این حل برای صفرند. با برابر ها مولفه بقیه هستند. r ͳیعن ͳشعاع مختصه به نسبت ها مشتق همه آن در که

برسیم: زیر ساده رابطه به تا کنیم ͳم جم΄ دوم رابطه با را اول رابطه

λ′ + ν′ = 0 (٢٩)
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که است این معنای به آن حل که

λ+ ν = c. (٣٠)

ͳخیل های شعاع در کنیم. ͳم تعیین بزرگ ͳخیل های شعاع مطالعه با را ثابت این مقدار اما است. r از مستقل ثابت مقدار Έی c رابطه این در

. است صفر با برابر ثابت این مقدار بنابراین کند. میل تخت فضای Έمتری ͳیعن ͳ΋مینکووس Έمتری سوی به Έمتری این که داریم انتظار بزرگ

که: است شده مشخص کنون تا

λ = −ν. (٣١)

به شود ͳم تبدیل سوم معادله ترتیب این به

(1 + 2rν′)e2ν = 1 (٣٢)

چپ سمت کردن ساده از پس یا و

(re2ν)′ = 1. (٣٣)

است. گیری انتگرال ثابت Έی M آن در که است زیر صورت به معادله این حل

re2ν = r − 2M (٣۴)

یا و

g00 = 1− 2M

r
, g11 = −(1− 2M

r
)−1. (٣۵)

بدست را Έمتری ͳکل فرم نتیجه در شود. ͳم منجر نیز چهارم معادله حل به بخود خود سوم معادله حل است،  متناسب R22 با R33 اینکه به توجه با

ایم آورده

ds2 =
(
1− 2M

r

)
dt2 −

(
1− 2M

r

)−1
dr2 − r2dθ2 − r2 sin2 θdϕ2. (٣۶)

زمین کره خواه باشد Έکوچ ذره Έی جرم این خواه دهد، ͳم نشان ی΋نواخت ͳالΎچ یا کروی جرم هر اطراف در را فضازمان انحنای ۵ Έمتری این

ستاره مشخصات به را آن بایست ͳم که دارد وجود Έمتری این در که است آزادی پارامتر تنها M پارامتر .ͳنوترون ستاره Έی یا خورشید خواه و

اند. شده حساب درس این ضمیمه در ها مولفه این ͳول نداریم احتیاج ریمان تانسور های مولفه ͳتمام به درس این برای ۵اگرچه

١٠



بخواهیم اگر است. نشده نوشته Έمتری واحدهای سیستم در Έمتری این ͳفعل ش΋ل به کرد. مرتبط کرد ایجاد را ای ͳگرانش میدان چنین که ای

طرفین واحدهای و کنیم استفاده نور)  (سرعت c و گرانش) ͳجهان (ثابت G دیمانسونِ با پارامترهای از باید بنویسیم، واحدها سیستم این در را آن

کنیم. ی΋سان را رابطه این

سرعت اگر بنابراین کنیم. تبدیل GM
c2 به را M بایست ͳم بالا Έمتری در که دهید نشان G و c مناسب پارامترهای قراردادن با تمرین: n

آید. ͳم در ͳ΋مینکووفس Έمتری صورت به شوارتزچیلد، Έمتری باشد،  نهایت بی نور

این خوانیم. ͳم ۶ ͳشعاع مختصه را r Έمتری این در که کنید توجه شود. ͳم خوانده شوارتزچیلد شعاع و دارد طول بعد rc := 2GM
c2 کمیت

برابر دارد فرق هم با dr اندازه به آنها ͳشعاع مختصه که هم به Έنزدی نقطه دو ͳ΋فیزی فاصله دارد. فرق ͳشعاع فاصله یا ͳ΋فیزی فاصله با مختصه

است. dl = (1− 2GM
rc2 )

−1
2 dr با

تمرین: n

به را نقطه دو این ͳ΋فیزی فاصله و r1 = 10 rc, r2 = 20 rc فرض با هستند. (r2, θ, ϕ) و (r1, θ, ϕ) مختصات دارای نقطه دو

کنید.) حساب تقریبی صورت به را انتگرال توانید ͳم (راهنمایی: کنید. حساب تقریبی صورت

با ای نقطه از ͳشعاع مسیر Έی در M جرم به خاموش ستاره Έی اطراف در سفینه Έی :ͳمختصات فاصله و ͳ΋فیزی فاصله مثال: n

بسیار r2 و r1 از rc ͳیعن ستاره شوارتزچیلد شعاع رسد. ͳم r2 < r1 ͳشعاع مختصه با ای نقطه به و کند ͳم حرکت r1 ͳشعاع مختصه

است؟ چقدر است پیموده سفینه این که ای ͳ΋فیزی فاصله است. تر Έکوچ

با: است برابر آن ͳ΋فیزی فاصله کند، ͳم ͳط را ͳشعاع مسیر سفینه این که آنجا از حل:

∆L =

∫ r1

r2

(1− rc
r
)−1/2dr ≈=

∫ r1

r2

(1 +
1

2

rc
r
)dr = r1 − r2 +

rc
2
ln

r1
r2

. (٣٧)

Radial Coordinate۶
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راداری علایم پژواک در تاخیر ۴

علایم آن برگشت زمان و بفرستیم عطارد سیاره مثلا خورشید، Έنزدی سیاره Έی سوی به ͳشعاع مسیر در را راداری علائم توانیم ͳم زمین روی از

با: است برابر زمان این عام نسبیت گرفتن نظر در بدون کنیم. ثبت نیز را

∆T =
∆L

c
(٣٨)

خواهیم ͳم مثال این در ( کنید. تصور نیز را دیΎری جسم هر یا سفینه Έی توانید ͳم عطارد (بجای است. عطارد تا زمین فاصله ∆r آن در که

مسیر Έی راداری علایم که کنیم ͳم توجه کار این برای است. چقدر کنیم ͳم دریافت را راداری علایم پژواک ما که ͳواقع ͳزمان فاصله ببینیم

بنویسیم: توانیم ͳم بنابراین است. dθ = dϕ = dτ = 0 آن در که کنند ͳم ͳط را ژئودزی

(1− rc
r
)c2dt2 = (1− rc

r
)−1dr2 (٣٩)

یا و

dr

dt
= ±c(1− rc

r
). (۴٠)

dt به نسبت dr اینکه ͳیعن دهد، ͳم نشان را نور ͳمختصات سرعت البته عبارت این هستند. برگشت و رفت مسیر برای ͳمنف و مثبت های علامت

نویسیم: ͳم ( rc << r1, r2 تقریب به توجه (با کنیم، حساب را رفت زمان کل بخواهیم اگر کند. ͳم تغییر چΎونه

∆T ′ = 2× 1

c

∫ r1

r2

dr

(1− rc
r )

≈ 2

c

∫ r1

r2

(1 +
rc
r
)dr =

2

c

[
r1 − r2 + rc ln

r1
r2

]
. (۴١)

ناظر که نیست ͳزمان زمان این که کنیم دقت باید اما است. خورشید) تا سفینه (یا عطارد فاصله r2 و خورشید تا زمین فاصله r1 رابطه این در

شود: ͳم حساب زیر رابطه از زمان او برای گیرد. ͳم اندازه زمین روی مستقر

∆τ = (1− rc
r1

)1/2∆T ′ = (1− rc
r1

)1/2
2

c

[
r1 − r2 + rc ln

r1
r2

]
. (۴٢)

بنویسیم: زیر صورت به خوب ͳخیل تقریب با را بالا عبارت توانیم ͳم است rc << r1, r2 اینکه به توجه با

∆τ ≈ 2

c

[
r1 − r2 + rc ln(

r1
r2

)− rc
2

r1 − r2
r1

]
(۴٣)

ͳیعن کل فاصله تقسیم از بایست ͳم تنها را برگشت و رفت زمان نگیریم، نظر در را گرانش اثر در زمان شدن کند ͳیعن عام نسبیت اثرات اگر

با: است برابر زمان این کنیم. محاسبه نور سرعت بر (؟؟) رابطه از ∆L

∆τ ′ =
2∆L

c
≈ 2

c

[
r1 − r2 +

rc
2

ln
r1
r2

]
. (۴۴)
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با: است برابر پژواک زمانِ در تاخیر میزان بنابراین

∆τ −∆τ ′ =
rc
c

[
ln

r1
r2

− r1 − r2
r1

]
. (۴۵)

خورشید ماهواره یا سیاره زمین

r1

r2

بازگردد. مین سوی به که کشد ͳم طول بیشتری زمان خورشید، گرانش اثر در رسد، ͳم سیاره یا ماهواره Έی به زمین از که ͳنالΎسی :٢ ش΋ل

ͳوقت هم بار Έی کنید. حساب را پژواک زمان در تاخیر میزان گیرد، ͳم قرار زمین و خورشید بین خود مدار در عطارد که ͳوقت تمرین: n

کنید. حساب را زمان این گیرد ͳم قرار خورشید طرف آن در عطارد که

طرف آن در عطارد که ͳوقت برای تاخیر این اما است. ناچیز بسیار است خورشید و زمین بین عطارد که ͳوقت برای پژواک زمان در تاخیر میزان

راداری علایم مسیر که چرا است، تر پیچیده دهیم انجام وضعیت این برای باید که ͳمحاسبات البته است. گیری اندازه قابل گیرد ͳم قرار خورشید

شده انجام ١٩٧١ و ١٩۶٨ سالهای در ترتیب به عطارد و زهره سیاره برای ها تست این بود. نخواهد مستقیم مسیر راه بین در خورشید وجود با

های سفینه برای شده انجام های تست ١٩٧۵ در است. داشته توافق نظری محاسبات با درصد ۵ و درصد ٢٠ اندازه به ترتیب به نیز آن نتایج و

است. داشته توافق نظری محاسبات با درصد ٣ تا ،٧ و ۶ ٧ مارینر

دهم Έی به نظری محاسبات و مشاهده تفاوت میزان و شده تکرار بیشتر های دقت با نیز ١٩٩١ و ١٩٧٩ ،١٩٧٨ سالهای در آزمایشها این

است. یافته کاهش درصد

Mariner٧
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سیارات مدار ͳتقدیم حرکت ۵

در ثانیه 43 ͳیعن شده مشاهده مقدار با آن تطابق و عطارد مدار ͳتقدیم حرکت دقیق محاسبه تصحیح عام نسبیت های موفقیت ترین مهم از ͳ΋ی

ͳم خورشید دور به ͳآرام به بل΋ه نیست ثابت ͳبیض بزرگ قطر آن در که است کشیده نسبتا ͳبیض Έی خورشید دور به عطارد مدار است. قرن

عطارد اگر است. شده داده نشان (٣) ش΋ل در شود، ͳم گفته ٨ عطارد ͳتقدیم حرکت آن به که حرکت این از ای شده اغراق بسیار تصویر چرخد.

باشد. ایستا و کامل ͳبیض Έی بایست ͳم عطارد مدار و دهد رخ بایست ͳنم ای ͳتقدیم حرکت چنین باشد، خورشید گرانش تاثیر تحت تنها

به که دار دنباله های ستاره از مداری یا ͳشمس منظومه در عطارد به Έنزدی سیارات دیΎر ͳاختلال اثر به توان ͳم را شده مشاهده ͳتقدیم حرکت

ͳول شده انجام ͳتقدیم حرکت این توضیح برای داری دامنه های تلاش عام نسبیت نظریه از قبل تا حقیقت در و داد نسبت چرخند ͳم خورشید دور

آن از قبل اما کنیم. محاسبه ͳنسبیت گرانش نظریه اساس بر را ͳتقدیم حرکت این مقدار خواهیم ͳم بخش این در اند. شده روبرو ش΋ست با ͳΎهم

آوریم. ͳم یاد به ایم آموخته کپلری مدارهای مورد در که را آنچه

عطارد ͳتقدیم حرکت از آمیزی اغراق بسیار تصویر :٣ ش΋ل

Perihelion of Mercury٨
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ͳنیوتن گرانش در کپلری مدارهای ۶

ذره این حرکت معادله کند. ͳم حرکت مختصات، مبداء در واق΄ M جرم به جسم Έی گرانش میدان در که بΎیرید نظر در را m جرم به ای ذره

از: است عبارت

m
d2r

dt2
= −GMm

r2
r̂. (۴۶)

برای را (r, ϕ) ای دایره مختصات هرگاه است. حرکت ثابت Έی شود، ͳم تعریف L = mr× ṙ رابطه با که ذره این حرکت اندازه که دانیم ͳم

بنویسیم: توانیم ͳم ببریم، کار به است حرکت اندازه بردار بر عمود که ای صفحه در ذره این

r = rr̂ (۴٧)

و

ṙ = ṙr̂+ rϕ̇ϕ̂ (۴٨)

و

r̈ = (r̈ − rϕ̇2)r̂+ (rϕ̈+ 2ṙϕ̇)ϕ̂ (۴٩)

آید: ͳم در زیر صورت به گرانش میدان در ذره حرکت معادله بنابراین

(r̈ − rϕ̇2)r̂ + (rϕ̈+ 2ṙϕ̇)ϕ̂ = −GM

r2
r̂. (۵٠)

دهیم: ͳم قرار بنابراین است. ای زاویه تکانه بقای همان که رسیم ͳم d
dtr

2ϕ̇ = 0 رابطه به ϕ̂ بردار در طرف دو ͳداخل ضرب با

r2ϕ̇ = h. (۵١)

زیر معادله به کنیم ͳداخل ضرب r̂ در را (۵٠) رابطه طرف دو اگر چرخد. ͳم M دور به که است ای ذره جرم واحد بر ای زاویه تکانه h بنابراین

رسیم: ͳم

(r̈ − rϕ̇2) = −GM

r2
. (۵٢)
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رسیم: ͳم زیر معادله به رابطه این در r2ϕ̇ = h جایΎذاری با

r̈ − h2

r3
= −GM

r2
. (۵٣)

انرژی: بقای قانون جز نیست چیزی واق΄ در که رسیم ͳم زیر نتیجه به و کنیم ͳم ضرب ṙ در را بالا رابطه

1

2
ṙ2 +

1

2

h2

r2
=

GM

r
. (۵۴)

که است مهم ما برای بنابراین علاقمندیم. مسیر شمایل و ش΋ل به بیشتر بل΋ه نیستیم علاقمند مسیرش ͳط در ذره حرکت سرعت به واقعا ما اما

رابطه به توجه با را بالا رابطه در که است دلیل همین به دارد. ϕ با ای رابطه چه r بفهمیم

dr

dt
=

dr

dϕ

dϕ

dt
=: r′

h

r2
(۵۵)

کنیم: ͳم ͳبازنویس زیر صورت به

r′2

h4
+

1

r2
=

2GM

h2r
. (۵۶)

این در که کنیم ساده را معادله این کنیم ͳسع u := 1
r تعریف با که است ͳطبیع دیΎر. توابع برای طور همین است، dr

dϕ معنای به r′ روابط این در

آید: ͳم در زیر ش΋ل به صورت

u′2 + u2 =
2GM

h2
u. (۵٧)

آوریم: در زیر ساده ش΋ل به را رابطه این و بΎیریم مشتق طرفین از که است این شدن ساده مرحله آخرین

u′′+ u =
GM

h2
. (۵٨)

است: زیر ش΋ل به که دارد ای ساده ͳخیل حل معادله این

u =
GM

h2
+A cos(ϕ− ϕ0). (۵٩)

نوشت: زیر ش΋ل به را آن توان ͳم

l

r
= 1 + e cos(ϕ− ϕ0). (۶٠)
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A های ثابت . است e = Ah2

GM با برابر ٩ آن مرکز از خروج میزان و l = h2

GM آن در که است ͳبیض Έی معادله این قطبی، مختصات دستگاه در

کنند. ͳم تعیین اولیه شرایط را ϕ0 و

با برابر آن مرکز از خروج و b آن Έکوچ شعاع ، a با برابر ͳبیض این بزرگ شعاع کنید. نگاه را (۴) ش΋ل در داده نشان ͳبیض تمرین: n

است. e :=
√
b2−a2

a

که دهید نشان دارند. قرار ±f های فاصله در ͳبیض این های کانون الف:

f2 = a2 − b2, l = a(1− e2).

است: زیر ش΋ل به قطبی مختصات در ͳبیض این معادله که دهید نشان ب:

l

r
= 1 + e cosϕ

( دهید. قرار ͳبیض مرکز در نیست لازم را مختصات مبدا (راهنمایی:

دهید. نشان آن،  مرکز از خروج چنین هم و بزرگ قطر مقدار ͳیعن نوشتیم، کپلری مدار باره در که را هایی گزاره ͳدرست پ‐

a

b

f

l

.f ͳکانون فاصله و b Έکوچ قطر ، a بزرگ قطر با ،ͳبیض Έی :۴ ش΋ل

Eccentricity٩
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است: برقرار زیر رابطه ͳبیض مدار برای که دهید نشان نیوتن حرکت قانون از استفاده با تمرین: n

T 2 ∝ a3, (۶١)

کنید. پیدا را تناسب ضریب است. سیاره چرخش پریود T آن در که

ͳنسبیت گرانش در کپلری شبه مدارهای ٧

چنین حرکت مسیر که دانیم ͳم کنیم. ͳم حل ͳنسبیت گرانش و عام نسبیت اساس بر خورشید دور به را عطارد مثل سیاره Έی حرکت مسئله حال

استفاده شوارتزچیلد Έمتری برای کریستوفل شده محاسبه های مولفه از توانیم ͳم ژئودزی معادلات یافتن برای است. ژئودزی Έی طبیعتا ای ستاره

به دوم راه این کنیم. حل (٣۶) Έمتری ͳیعن شوارتزچیلد Έمتری برای را لاگرانژ اویلر معادلات دیΎر بار Έی که است این هم دیΎر راه کنیم.

است: این ما نظر مورد لاگرانژی است. تر دید، آموزنده خواهیم بزودی که ͳدلیل

L ≡ ds2

dτ2
=

(
1− 2M

r

)
ṫ2 −

(
1− 2M

r

)−1
ṙ2 − r2θ̇2 − r2 sin2 θϕ̇2. (۶٢)

با است برابر که دارد ͳثابت مقدار لاگرانژی حرکت مسیر طول در نتیجه در است. ویژه زمان τ و است dx
dτ معنای به ẋ رابطه این در

L = c2. (۶٣)

معادلات اگر حال کنیم. استفاده بودن ثابت این از حرکت معادلات حل در توانیم ͳم بعداً که است حرکت ثابت Έی خود لاگرانژی بنابراین

رسیم: ͳم زیر معادلات به بنویسیم ϕ و t, θ مختصات برای را اویلر‐لاگرانژ

d

dτ
[(1− 2M

r
)ṫ] = 0

d

dτ
(r2θ̇)− r2 sin θ cos θϕ̇2 = 0

d

dτ
(r2 sin2 θϕ̇) = 0. (۶۴)

است این اش دلیل ایم. ننوشته را r به مربوط معادله که کنید دقت هستند. شوارتزچیلد Έمتری در ژئودزی معادلات همان واق΄ در معادلات این

و t(τ), r(τ), θ(τ) تابع چهار تعیین برای که آنجا از نداریم. آن به نیازی که این ثانیا و است دیΎر معادله سه از تر پیچیده اولا معادله این که
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حرکت مسیر طول در نیز را L بودن ثابت حال عین در و کنیم حل را (۶۴) معادله سه که است ͳکاف داریم، نیاز دیفرانسیل معادله چهار به ϕ(τ)

کنیم ͳم ͳسع نخست بنابراین نیست. آسان چندان هم هنوز (۶۴) معادلات حل کنیم. تعیین کامل طور به را حرکت مسر بتوانیم تا بΎیریم نظر در

ͳم گیریم. ͳم θ = π
2 را جسم حرکت صفحه ͳیعن نظر مورد صفحه نه؟ یا هست پذیر ام΋ان صفحه Έی در جسم متریΈ، حرکت این در آیا بفهمیم

بلافاصله که دهیم ͳم قرار صفر مساوی را θ̇ و θ دوم معادله در کار این برای خیر؟ یا هست سازگار (۶۴) معادلات با شرط این آیا ببنیم خواهیم

ͳدرم معادله، این در ایم آورده بدست θ مشتقات برای که مقادیری دادن قرار و دوم معادله همین از ͳمتوال گیری مشتق با θ̈ = 0. به شود ͳم منجر

جسم حرکت که معناست این به که θ = π
2 دهیم قرار معادلات همه در توانیم ͳم راحت خیال با بنابراین صفرند. با برابر θ مشتقات همه که یابیم

زیر: معادله دو با مانیم ͳم ͳباق بنابراین گیرد. ͳم صورت خورشید حول صفحه Έی در عطارد) (سیاره

d

dτ
(r2ϕ̇) = 0 −→ r2ϕ̇ = h (۶۵)

و

(1− 2M

r
)ṫ = k, (۶۶)

است: برقرار زیر رابطه که یابیم ͳم در (۶٢) رابطه در θ̇ = 0 و ϕ̇ و ṫ جایΎذاری با هستند. ثابت h و k آن در که

k2
1

1− 2M
r

− 1

1− 2M
r

ṙ2 − r2ϕ̇2 = 1. (۶٧)

حذف با که کند مشخص را ϕ(τ) و t(τ), r(τ) توابع بایست ͳم اخیر معادله سه حل ایم. گرفته Έی با برابر را نور سرعت ͳیعن c رابطه این در

رسیم: ͳم زیر معادله به (۶٧) معادله در ϕ̇ = h
r2 دادن قرار با کنیم. تعیین کامل طور به را حرکت مسیر بتوانیم آنها بین τ

k2 − ṙ2 = (1 +
h2

r2
)(1− 2M

r
) (۶٨)

ͳم نباشیم، علاقمند زمان طول در مسیر این کردن ͳط ͳونگΎچ به و بخواهیم را حرکت مسیر ش΋ل فقط اگر است. r ͳزمان مشتق ṙ معادله این در

که دانیم ͳم ͳول باشیم. داشته dr
dϕ برای ای معادله بایست

dr

dt
=

dr

dϕ

dϕ

dt
=

dr

dϕ

h

r2
. (۶٩)

از: شد خواهد عبارت کند ͳم تعیین را حرکت مسیر که ای معادله نهایتا بنابراین

k2 − (
dr

dϕ
)2
h2

r4
= (1 +

h2

r2
)(1− 2M

r
) (٧٠)
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از: است عبارت نتیجه کرد. ساده ای ملاحظه قابل طرز به u = 1
r تعریف با توان ͳم را معادله این

k2 − h2(
du

dϕ
)2 = (1 + h2u2)(1− 2Mu). (٧١)

کنیم: ساده را آن و بΎیریم مشتق ϕ به نسبت دیΎر بار Έی طرفین از اگر شود ͳم تر ساده بازهم معادله

d2u

dϕ2
+ u = 3Mu2 +

M

h2
. (٧٢)

واحدهای دستگاه در توانیم ͳم نیز را معادله این داد. خواهد بدست را حرکت مسیر آن کردن حل که است ͳدیفرانسیل معادله نهایی ش΋ل این

نور. سرعت ͳیعن c و گرانش ثابت ͳیعن G از اند عبارت دارند وجود مسئله این در که ͳدیمانسیون با های ثابت بنویسیم. Έمتری

است: زیر ش΋ل به Έمتری واحدهای دستگاه در (٧٢) حرکت معادله که دهید نشان مناسب ش΋ل به بالا های ثابت قراردادن با تمرین: n

d2u

dϕ2
+ u = 3

GM

c2
u2 +

GM

h2
. (٧٣)

نویسیم: ͳم زیر در دوباره نیز را (۵٧) معادله ͳیعن کپلری مسیرهای حرکت معادله مقایسه، برای

d2u

dϕ2
+ u =

GM

h2
. (٧۴)

جمله دو نسبت است بهترا است. داده نشان (٧٣) معادله راست سمت در جمله اولین پیدایش در را خود ͳنسبیت گرانش اثر که شود ͳم معلوم

با: است برابر دیΎر جمله به ͳنسبیت جمله نسبت کنیم. مقایسه را (٧٣) راست طرف

u2h2

c2
(٧۵)

از: عبارتند h و u های مرتبه اما

u ∼ 1

R
h ∼ Rv

با است برابر دیΎر جمله به ͳنسبیت جمله نسبت بنابراین است. آن سرعت متوسط v و سیاره مدار شعاع متوسط R آن در که

u2h2

c2
∼ v2

c2
, (٧۶)

اما است. 10−8 با برابر نسبت این و است ثانیه بر کیلومتر ٣٠ حدود در خورشید دور به زمین سرعت نور. سرعت به سیاره سرعت مربع ͳیعن

اندازه قابل ͳنسبت ͳول است Έکوچ بازهم اگرچه است. چهاربرابر فوق نسبت و است ثانیه بر کیلومتر ۶٠ حدود در مداری سرعت عطارد، برای
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آن در که گردیم ͳبرم واحدهایی دستگاه به بازهم ͳسادگ برای بپردازیم. (٧٢) معادله حل به توانیم ͳم ،ͳکل ملاحظات این از پس است. گیری

نویسیم ͳم . کنیم ͳم استفاده اختلال روش از کار این برای ببریم. کار به را Έمتری دستگاه واحدهای توانیم ͳم انتها در است. G = c = 1

ͳیعن ندارد،  وجود ͳنسبیت Έکوچ جمله آن در که است ای معادله حل u0 آن در که u = u0 + u1

u′′
0 + u0 =

M

h2
. (٧٧)

آوریم: ͳم بدست و دهیم ͳم قرار (٧٢) معادله دوم طرف در را u0 حل حال

u′′
0 + u′′

1 + u0 + u1 ≈ M

h2
+ 3Mu2

0 (٧٨)

در ͳول آوریم بدست تری دقیق تقریب تا دهیم قرار معادله راست طرف در دوباره آوریم ͳم بدست که را ͳحل و کنیم تکرار را روش این توانیم ͳم

به شود ͳم منجر (٧٧) از استفاده و (٧٨) کردن حل آوریم. ͳم بدست تجربه با خوبی ͳخیل تطابق نیز Έی رتبه تقریب همین

u′′ + u1 = 3Mu2
0. (٧٩)

است: ش΋ل این به کنیم حل باید که ای معادله بنابراین ایم. گرفته صفر با برابر را اولیه فاز آن در که u0 = 1
l (1 + e cosϕ) که دانیم ͳم اما

u′′
1 + u1 =

3M

l2
(1 + e2 cos2 ϕ+ 2e cosϕ)

=
3M

l2
(1 +

e2

2
+

e2

2
cos 2ϕ+ 2e cosϕ). (٨٠)

زنیم): ͳم حدس (یا دهیم ͳم قرار زیر صورت به را u1 معادله این حل برای

u1 = A+Bϕ sinϕ+ C cos 2ϕ, (٨١)

آید: ͳم در زیر ش΋ل به (٨٠) معادله آن نتیجه در که

A+ 2B cosϕ− C cos 2ϕ =
3M

l2
(1 +

e2

2
+

e2

2
cos 2ϕ+ 2e cosϕ) (٨٢)

رسد: ͳم زیر نتیجه به ضرایب مقایسه

A =
3M

l2
(1 +

e2

2
), B =

3Me

l2
, C = −3Me2

2l2
(٨٣)
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ͳم است، Έکوچ بسیار e آن مرکز از خروج ͳیعن است،  دایره به Έنزدی ͳخیل ͳشمس منظومه سیارات بقیه مثل نیز عطارد مدار که کنیم توجه اگر

بنویسیم: زیر صورت به Έی رتبه در را مدار نهایی ش΋ل e2 شامل جملات از کردن نظر صرف با توانیم

u ≈ u0 +
3M

l2
+

3M

l2
ϕ sinϕ =

1

l

(
1 +

3Me

l
+ e cosϕ+

3Me

l
ϕ sinϕ

)
(٨۴)

1 + 3Me
l ͳیعن اول جمله دو

کنیم. نظر صرف آن از توانیم ͳم ندارد. ͳتقدیم حرکت در تاثیری و شود ͳم سیاره مدار متوسط شعاع طول در ͳجزئ بسیار تغییر باعث تنها

رابطه از توانیم ͳم است. سوم جمله است مهم ͳتقدیم حرکت در که آنچه

cos(ϕ− ϵ) ≈ cosϕ− ϵ sinϕ

بنویسیم: زیر صورت به را نهایی جواب و کنیم استفاده است، Έکوچ ϵ ≈ 3M
l که ͳوقت برای

u ≈ 1

l

(
1 + e cos(1− ϵ)ϕ). (٨۵)

با است برابر بل΋ه نیست،  2π عطارد چرخش پریود که معناست این به رابطه این

2π

1− ϵ
≈ 2π(1 + ϵ).

با: است برابر عطارد ͳتقدیم حرکت مقدار نتیجه در

2πϵ = 2π
3M

l
. (٨۶)

حرکت مقدار بنابراین کنیم. GM
c2 به تبدیل را M بایست ͳم صورت دراین که بنویسیم Έمتری واحدهای سیستم در را راست طرف توانیم ͳم

با: است برابر ͳتقدیم

2πϵ = 2π
3GM

c2l
. (٨٧)

بنویسیم: زیر صورت به را آن توانیم ͳم l = a(1− e2) مقداررابطه به توجه با و

2πϵ = 2π
3GM

c2a(1− e2)
. (٨٨)
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از بایست ͳم بنویسیم عطارد گردش پریود حسب بر را راست طرف بخواهیم اگر کنیم. محاسبه را ͳتقدیم حرکت مقدار توانیم ͳم عبارت همین از

اید: کرده ثابت درس این های تمرین در را رابطه این کنیم. استفاده پریود و شعاع بین رابطه

GM =
4π2

T 2
a3. (٨٩)

رسیم: ͳم ͳتقدیم حرکت مقدار برای ͳمعادل عبارت به (٨٨) در رابطه این از GM ͳزینΎجای با

2πϵ =
24π3a2

c2T 2(1− e2)
. (٩٠)

بر ثانیه حسب بر کنید حساب سیاره این برای را ͳتقدیم حرکت مقدار دارد، وجود عطارد مورد در که هایی داده از استفاده با تمرین: n

کنید. حساب نیز زمین برای را مقدار این کنید. حساب قرن

نور شعاع شدن خم ٨

اگرچه انحراف، این کنند. ͳم عبور سنگین ستاره Έی کنار از که ͳوقت است ستارگان نور شعاع شدن خم عام نسبیت مهم های ͳبین پیش از ͳ΋ی

هم که است مشاهده قابل ͳوقت تنها البته جابجایی این شود. ͳم ستاره Έی ظاهری م΋ان در ͳ΋کوچ ͳخیل جابجایی باعث است Έکوچ ͳخیل

ͳیعن دهد، ͳم رخ ͳگرفتگ خورشید موق΄ در فقط ͳوضعیت چنین باشد. رویت قابل شب مثل ای ͳ΋تاری در ستاره هم و باشد آسمان در خورشید

.(٧) است. قوس ثانیه 1.75 ͳشرایط چنین در ستارگان نور انحراف از عام نسبیت ͳبین پیش بپوشاند. را خورشید قرص کامل طور به ماه که ͳموقع

م΋ان بهترین بود. اول ͳجهان جنگ پایان از پس سال Έی درست ١٩١٩ سال در شد، فراهم ͳبین پیش این ͳدرست تحقیق ام΋ان که باری نخستین

را نتیجه این توانست مشهور فیزی΋دان و منجم ١٠ ادینگتون، آرتور سر ͳسرپرست به ͳبزرگ گروه جایی΋ه بود، افریقا در جایی نیز ماه مشاهده برای

فیزی΋دان Έی از نظری ͳبین پیش Έی تجربی تحقیق برای ͳتلاش چنین به ͳانگلیس منجم Έی که است ای آموزنده ͳخیل نکته این کند. تایید

اقوام و ها ملت بین جنگ و تنفر مرزهای از علم چΎونه که دهد ͳم نشان و بزند دست  (ͳجهان بار دهشت و ͳطولان مخاصمه Έی از (پس ͳآلمان

ͳطولان تمهیدات به احتیاج و نیستند آسان وجه هیچ به هایی گیری اندازه چنین که باشیم داشته یاد به باید کند ͳم Έنزدی هم به را آنها و گذرد ͳم

بین نتیجه و است شده انجام ستارگان نور با گیری اندازه این بار هفت جمعا کنون تا موق΄ آن از که است دلیل همین به دارند. ساله چند بعضا و

Sir Arthur Eddington١٠
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مقدار با آن تطابق مورد در اگرچه ندارد وجود ͳ΋ش هیچ گرانش میدان در نور انحراف در بنابراین است. متغیر نسبیت ͳبین پیش برابر 1.57 تا 0.7

تداخل های روش و ها تلس΋وپ رادیو از استفاده چنین هم و ها ١١ کوازار نور رصد با اخیرا ندارد. وجود کامل دقت هنوز عام نسبیت ͳبین پیش

ستارگان نور انحراف است. رسیده قوس ثانیه 1.82± 0.2 تا 1.57 میزان به و است شده تر Έنزدی ͳخیل اینشتین ͳبین پیش با توافق میزان ،ͳسنج

بسیار جسم Έی که شود ͳم باعث پدیده این گویند. ͳم ١٢ ͳگرانش ریزهمΎرایی آن به که شود ͳم نیز دیΎری جالب پدیده باعث ها که΋شان و

ͳحت یا انها از تصویر چند تصویر، Έی جای به رسد، ͳم ما به سرش پشت های که΋شان از که نوری کردن خم با بتواند که΋شان Έی مثلا سنگین

دهد: ͳم نشان را آن از نمونه Έی (۵) ش΋ل است. مشاهده قابل ͳبراحت امروزه پدیده این کند. ایجاد انها از حلقه Έی اوقات ͳگاه

رنگ آبی حلقه Έی ͳگرانش ریزهمΎرایی اثر در دارد، آبی نور و دارد، قرار آن سر پشت در که ͳشان΋که از قرمز نور با که΋شان Έی :۵ ش΋ل

گونه به ها که΋شان گرفته قرار محل و دید خط اینجا در ͳول شود، ͳم مجزا تصویر چند یا دو ایجاد باعث ریزهمΎرایی معمولا است. کرده ایجاد

شده. گرفته هابل تلس΋وپ توسط تصویر این . شده. ایجاد کامل حلقه Έی که است ای

Quazar١١

Gravitational Lensing١٢
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ارزی هم اصل از بااستفاده انحراف ͳبزرگ مرتبه محاسبه ٨ . ١

ارزی هم اصل توانیم ͳم دهد ͳم رخ انحراف این چرا که بفهمیم شهودی صورت به همچنین و کنیم، حساب را انحراف این ͳبزرگ مرتبه آنکه برای

نیز نور و کند ͳم حرکت بالا سمت به g شتاب با که شود ͳم دیده آسانسوری تصویر چپ سمت کنیم. ͳم نگاه (۶) ش΋ل به و بیاوریم یاد به را

آسانسور درون ناظر دید از پدیده همین راست سمت نیست. آسانسور درون که است ناظری دیدگاه این کند. ͳم ͳط مستقیم صورت به را ͳافق مسیر

ͳم پایین سمت به g شتاب با را نور جمله از چیز، همه که دارد وجود پایین به رو گرانش نیروی Έی که کند ͳم فکر ناظر این شده. داده نشان

اندازه به نیز عمودی فاصله Έی کند، ͳم ͳط c سرعت با را L ͳافق فاصله که ͳوقت نور او برای کشد.

∆y =
1

2
gt2 =

1

2
g(

L

c
)2

با: است برابر او برای نور انحراف زاویه میزان بنابراین کند. ͳم ͳط نیز

θ ≈ ∆y

L
=

1

2
g
L

c2
. (٩١)

g

1
2

gt2

1
2

gt2

g

نور. انحراف تعیین برای ارزی هم اصل از استفاده با تقریبی ͳخیل و ساده محاسبه Έی :۶ ش΋ل

قرار تقریبی ͳخیل صورت به L برای اگر چنین هم و است خورشید شعاع R⊙ و جرم M آن در که g = GM
R2

⊙
دهیم قرار g برای اگر حال

با: شود ͳم برابر انحراف تقریبی مقدار 2R⊙ دهیم

θ ≈ GM

R⊙c2
(٩٢)
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ای ͳافق فاصله ͳیعن L که است این از ͳناش تفاوت این شهودی صورت به کرد. خواهیم محاسبه بعداً که است ͳدقیق مقدار از کمتر برابر چهار که

اثر نور شعاع بر تر ͳطولان ͳخیل فاصله Έی در خورشید جاذبه آنکه حال و ایم گرفته خورشید قطر اندازه به است بوده گرانش اثر تحت نور که را

شد. ͳم ͳ΋ی دقیق محاسبه نتیجه با ساده محاسبه این نتیجه گرفتیم، ͳم خورشید قطر چهاربرابر موثر طور به را فاصله این اگر گذارد. ͳم

دقیق محاسبه ٩

کردیم. ͳط عطارد ͳتقدیم حرکت محاسبه برای که کنیم ͳط را ͳمراحل همان تقریبا بایست ͳم کنیم، حساب را انحراف این مقدار اینکه برای

که است این عطارد مدار مسئله با اش تفاوت تنها کند. ͳم حرکت زئودزی مسیر Έی روی نور و است شوارتچیلد Έمتری خورشید اطراف Έمتری

داریم: را زیر معادله (۶٢) معادله جای به بنابراین . است نورگونه خط جهان Έی کند ͳم ͳط نور که ͳخط جهان

0 =
(
1− 2M

r

)
ṫ2 −

(
1− 2M

r

)−1
ṙ2 − r2dθ2 − r2 sin2 θϕ̇2. (٩٣)

رسیم: ͳم زیر معادله به (٩٣) معادله به توجه و (۶۴) معادلات ͳیعن ژئودزی معادلات حل و مراحل همان کردن ͳط با بنابراین

d2

dϕ2
+ u = 3Mu2. (٩۴)

.u0 = A cosϕ آن در که u = u0 + u1 بنویسیم و کنیم حل ͳاختلال صورت به توانیم ͳم نیز را معادله این

حقیقت در معادله این که شویم ͳم متوجه کنیم نگاه (٧) ش΋ل به اگر بنویسیم. r cosϕ = 1
A صورت به توانیم ͳم را u0 = A cosϕ معادله

است. 1
A با برابر خورشید از اش فاصله ترین Έنزدی و کند ͳم حرکت مستقیم خط Έی در که است نوری شعاع حرکت دهنده نشان
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x

y

ϕ

ϵ2

ϵ1

مکان واقعی ستاره

مکان ظاهری ستاره

مسیر نور ستاره اگر خم نمی شد.

1/A

انحراف این نسبیت ͳگرانش نظریه در شود. ͳم آن ظاهری م΋ان در تغییر باعث کند ͳم عبور خورشید کنار از که ͳوقت ستاره نور انحراف :٧ ش΋ل

شود. ͳم محاسبه قوس ثانیه 1.75 میزان به

آوریم ͳم بدست و دهیم ͳم قرار u0 با برابر را راست طرف اختلال اول رتبه در ، بΎیریم Έکوچ را u1 و ببریم کار به اختلال اگر حال

d2u1

dϕ2
+ u1 = 3MA2 cos2 ϕ. (٩۵)

دهیم ͳم قرار معادله این حل برای

u1 = B + C cosϕ+D cos 2ϕ,

آوریم: ͳم بدست آن نتیجه در که

u1 =
MA2

2

(
3− cos 2ϕ

)
(٩۶)

از: بود خواهد عبارت مدار کامل حل نتیجه در و

u = A cosϕ+
MA2

2
[3− cos 2ϕ]. (٩٧)
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ترتیب به زاویه دو این شود. ͳم صفر با برابر u = 1
r نور مسیر انتهای در دیΎری و نور مسیر ابتدای در ͳ΋ی زاویه دو ازای به که کنیم ͳم دقت حال

دارد. خورشید از ستاره فاصله به بسته ϵ1 دقیق مقدار که کنید ( دقت نامیم. ͳم −π
2 − ϵ2 و π

2 − ϵ1 را آنها دارند. −π
2 و π

2 با ͳکم ͳخیل تفاوت

که چه هر است. Έنزدی صفر به بسیار ϵ1 دارد، آن با ( نوری سال ۴ حدود (در زیادی بسیار فاصله خورشید به ستاره ترین Έنزدی که آنجا از

( آید. ͳم بدست ϵ2 − ϵ1 از که است انحراف میزان ماست نظر مورد که آنچه هست

آوریم: ͳم بدست (٩٧) حرکت معادله از بنابراین

0 = Aϵ1 +
MA2

2
4

0 = −Aϵ2 +
MA2

2
4 (٩٨)

نتیجه در و

ϵ2 − ϵ1 = 4MA. (٩٩)

خورشید لبه در درست دیدشان خط که کنیم ͳم نگاه ͳستارگان به که ͳوقت برای واق΄ در (یا گذرد ͳم خورشید لبه از درست ستاره نور که ͳوقت برای

انحراف مقدار بنابراین کنیم. GM
c2 به تبدیل را M بایست ͳم Έمتری واحدهای در چنین هم خورشید. شعاع عکس با است برابر A دارد) قرار

با: است برابر خورشید نور

δ ≡ ϵ2 − ϵ1 =
4GM

c2R⊙
. (١٠٠)

کنید. حساب قوس ثانیه برحسب کنیم ͳم نگاه آنها به خورشید لبه از که ͳوقت را ستارگان نور انحراف مقدار الف: تمرین: n

کنید. حساب کند ͳم عبور کیلومتر ٧٠٠٠ شعاع به و خورشید جرم به سفید کوتوله Έی کنار از ͳوقت را ستارگان نور انحراف مقدار ب:

ها: مسئله ١٠

تخت صفحه این که دهید نشان شود. ͳم مشخص θ = π
2 قید با استوایی صفحه بΎیرید. نظر در را شوارتزچیلد Έمتری اول: مسئله n

نیست.
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خورشید برابر میلیون Έی آن جرم که ستاره Έی خورشید، زمین، ماه، کنید: حساب زیر اجرام برای را شوارتزچیلد شعاع دوم: مسئله n

است.

جرم با برابر جسم دو این از ͳ΋ی جرم باشد. ͳ΋ی آنها شوارتزچیلد شعاع با آنها شعاع که بΎیرید نظر در را کروی جسم دو سوم: مسئله n

است؟ تر چΎال جسم دو این از Έی کدام است. برابر خورشید جرم با دیΎری جرم و زمین

چهارم: مسئله n

آید: ͳدرم زیر صورت به انرژی بقای رابطه کند ͳم حرکت استوا صفحه در که ͳجسم برای که دهید نشان ͳنیوتن گرانش در الف:

(
du

dϕ
)2 + u2 = E +

2GMu

h2
, (١٠١)

کنید. پیدا را E ͳ΋فیزی معنای .h = r2ϕ̇ است، جرم واحد بر ای زاویه تکانه h و ،u = 1
r آن در که

از: است عبارت کند ͳم حرکت استوا صفحه در که ͳجسم حرکت معادله که دهید نشان شوارتزچیلد Έمتری با و ͳنسبیت گرانش در ب:

(
du

dϕ
)2 + u2 = E +

2GMu

h2
+

2GM

c2
u3. (١٠٢)

Έمتری کنیم. مطالعه سیاره یا ستاره Έی از ͳناش گرانش میدان در را جسم Έی آزاد سقوط خواهیم ͳم مسئله این در پنجم: مسئله n

گیریم. ͳم شوارتزچیلد Έمتری نیز را فضازمان

آید: ͳم در زیر صورت به است زاویه حرکت اندازه دارای که جسم Έی حرکت معادله درس متن در الف:

k2 − ṙ2 = (1 +
h2

r2
)(1− 2M

r
) (١٠٣)

به بالا معادله بنابراین بود،  خواهد صفر آن ای زاویه حرکت اندازه کند، حرکت گذرد ͳم ستاره مرکز از که عمودی خط Έی روی جسم اگر

آید: ͳم در زیر صورت

k2 − ṙ2 = (1− 2M

r
) (١٠۴)
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که: بΎیرید نتیجه معادله این از الف‐

r̈ +
GM

r2
= 0. (١٠۵)

r اینجا در که است این آن تفاوت است. ͳ΋ی کند، ͳم حرکت ͳنیوتن گرانش میدان در که ͳجسم حرکت معادله با حرکت معادله این

است. شده گرفته ویژه زمان به نسبت نیز مشتق و ͳشعاع فاصله نه است ͳشعاع مختصه

شوارتزچیلد Έمتری برای ریمان تانسور محاسبه ضمیمه: ١١

که دانیم ͳم شوارتزچیلد Έمتری برای شوند. ͳم محاسبه ریمان تانسور های مولفه چΎونه که دهیم ͳم نشان ضمیمه این در

g00 = e2ν , g11 = −e2λ, g22 = −r2, g33 = −r2 sin2 θ (١٠۶)

آنجا از و

Γ1
00 = ν′e2ν−2λ Γ0

10 = ν′ (١٠٧)

Γ1
11 = λ′ Γ2

12 = Γ3
13 =

1

r
(١٠٨)

Γ1
22 = −re−2λ Γ3

23 = cot θ (١٠٩)

Γ1
33 = −re−2λ sin2 θ Γ2

33 = − sin θ cos θ. (١١٠)

آن در که

e2ν = 1− 2m

r
e2λ =

1

1− 2m
r

. (١١١)

٣٠



شوند: ͳم محاسبه زیر ش΋ل به ریمان تانسور های مولفه که دانیم ͳم ͳ΋متری هر برای ͳکل طور به

Rabcd =
1

2

(
∂a∂dgbc + ∂b∂cgad − ∂b∂dgac − ∂a∂cgbd

)
− Γf

acΓfbd + Γf
adΓfbc (١١٢)

است. مفید نکته چند به توجه مستقل های مولفه این محاسبه برای تاست. ٢٠ تانسور این مستقل های مولفه تعداد چهاربعدی، فضازمان در

نکته این دیدن برای صفرند. با برابر دارند فضایی مولفه سه و ͳزمان مولفه Έی که R0ijk مثل ریمان تانسور از هایی مولفه ͳتمام اول: نکته

نتیجه: در و اند، زمان از مستقل ثانیا و هستند قطری اولا Έمتری های مولفه همه که کنیم ͳم توجه

R0ijk =
1

2

(
∂0∂kgij + ∂i∂jg0k − ∂i∂kg0j − ∂0∂jgik

)
− Γf

0jΓfik + Γf
0kΓfij

= −Γf
0jΓfik + Γf

0kΓfij . (١١٣)

اختیار را 0 مقدار تواند ͳم تنها f اندیس باشند، صفر غیر Γf
0j یا Γf

0k اینکه برای که فهمید توان ͳم (١٠٧) کریستوفل علایم فرم به توجه با اما

کند. ͳم صفر به تبدیل را عبارت کل که بود خواهند صفر Γ0ik و Γ0ij علایم صورت این در که کند

ها مولفه نوع این برای شوند. ͳم محاسبه ͳراحت به نیز دارند فضایی اندیس دو و ͳزمان اندیس دو که R0i,0,j مثل هایی مولفه دوم: نکته

داریم:

R0i0k =
1

2

(
∂0∂kgi0 − ∂i∂kg00 + ∂i∂0g0k − ∂0∂0gik

)
− Γf

00Γfik + Γf
0kΓfi0

=
−1

2
∂i∂kg00−Γf

00Γfik + Γf
0kΓfi0. (١١۴)

آوریم: بدست و کنیم تر ساده را عبارت این توانیم ͳم کریستوفل علایم در دقت و Έمتری های مولفه به توجه با بازهم

R0i0k = −1

2
∂1∂1g00δi1δk1 − Γ1

00Γ1ik + Γ0
01Γ0i0δk1

= δk1

(
− 1

2
∂1∂1g00δi1 + Γ0

01Γ0i0

)
− Γ1

00Γ1ik. (١١۵)

آورد: بدست توان ͳم آخری رابطه این از

R0i01 = −1

2
∂1∂1g00δi1 − Γ1

00Γ1i1 + Γ0
01Γ0i0. (١١۶)

٣١



و

R0i0(k ̸=1) = −Γ1
00Γ1ik. (١١٧)

داشت: خواهیم نهایتا کریستوفل علایم و Έمتری های مولفه به توجه با و رابطه دو این از

R0101 = −(ν” + ν′2)e2ν R0201 = R0301 = 0 (١١٨)

و

R0202 = R0303 =
1

2
ν′re4(ν−λ) R0203 = 0 (١١٩)

فهمیم: ͳم محاسبه ͳکم با مثال عنوان به شوند. ͳم محاسبه ش΋ل همین به هم دیΎر عناصر سوم: نکته

R1212 = −λ′r, R1313 = −λ′r sin2 θ R2323 = −r2(cos2 θ + 22ν sin2 θ). (١٢٠)

٣٢


